
Lie Theory
0x02

1

DaeYong Kim

Dept. of Artificial Intelligence, Ajou University



Contents

2

Algebraic System

Lie Theory

• What is the Lie Theory

• Group theory

• Properties

• Set && Space && Group

• group action

• Features of Lie Group

• Lie Group and Lie Algebra

• Mapping: Exponential and Logarithmic Operation

References

• What is the Algebraic System



3

Lie Groups, Lie Algebras, and Representations: An Elementary Introduction 
(Graduate Texts in Mathematics, 222) 2nd ed. 2015 Edition

Lie Groups: Beyond an Introduction 2nd Edition
by Antony W. Knapp
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Preview: Spherical Linear Interpolation

Goal
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Is “the Theory of everything” merely the ultimate ensemble theory?
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Is “the Theory of everything” merely the ultimate ensemble theory?
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What is the Algebraic System

대수적 체계(Algebraic system)란 무엇인가 그리고 어떻게 정의되는가

대수적 체계: 집합, 하나 이상의 연산 + 연산들이 만족해야 하는 공리로 구성된 수학적 구조

Set(집합)
- 대수적 체계에서 다루고자 하는 대상들의 모임
- e.g. 자연수, 정수, 실수, 복소수, …

Operation(연산)
- 집합의 원소들 사이에서 정의된 함수
- 원소들을 결합하여 새로운 원소로 매핑
- e.g. Binary operation, Unary Operation, …

Axiom or Properties(공리 또는 성질)
- 연산이 만족해야 하는 규칙이나 법칙
- 체계의 구조를 결정



Lie Theory
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What is the Lie Theory
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Marius Sophus Lie(1842 – 1899): Norwegian mathematician.

Lie Theory

• 변환군 관련 이론
• 사용 분야: 양자역학, 수학, 시스템 제어, 컴퓨터 그래픽스 등



Group(군): 특정 조건들을 만족하는 대수적 구조

Set(집합): A = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, … , 𝑎𝑛}
Operation(연산): *

G = (A, *)
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What is the Lie Theory

Group Theory: 군론

닫혀있다: 𝑎𝑖 (operation) 𝑎𝑗 => 𝑎𝑘 ∈ A

e.g.) 루빅스 큐브

G = (A, *)
A = 가능한 모든 회전의 집합
* = 움직임의 합성

닫혀있다: 𝑎𝑖 * 𝑎𝑗 => 𝑎𝑘 ∈ A

                   

          

                          

        

                         

        

           
          

     

      
     

     

<대수적 구조>
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What is the Lie Theory

Examples: Set && Operation

Group Set elements Operation e.g.

ℕ(자연수) 1, 2, 3, … + 1 + 1 = 2

ℤ(정수) -2, -1, 0, 1, 2, 3, … -, +, x (-6) + 2 = -4

ℝ(실수) 1/3, 0.5, 0, 2, … -, +, x, / 1 / 2 = 0.5

닫혀 있지 않는 경우

ℕ: 1 – 2 = -1 → 자연수는 (-)연산에 대해서 닫혀 있지 않음

ℤ: 1 / 2 = 0.5 → 정수는 나눗셈에 대해서 닫혀 있지 않음



What is the Lie Theory

Main Axioms || Properties

• Closure(폐쇄성): 연산 결과가 항상 집합 내에 존재해야 함
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺

• Associativity(결합법칙): (a+b)+c = a+(b+c)

• Identity Element(항등원): 집합 G에는 항등원 e가 존재
∃𝑒 ∈ 𝐺, ∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑎

• Inverse Element(역원): 각 집합 G의 원소에 대해서 역원이 존재
∀𝑎 ∈ 𝐺, ∃𝑎−1 ∈ 𝐺, 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = e

+ Commutativity(교환법칙): a*b = b*a

Axioms of Group
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Set && Space && Group

Relationship
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Set

Space

Group

• Vector Space
• Affine space
• Euclidean Space
• Manifold
• etc

• Unit Quaternion
• SO(n) Group
• SE(n) Group
• etc

+ Structure

+ Composition, Axioms

Lie Group



Group Action

Group Action
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• 또 다른 집합 또는 군을 변환(=act) 시킬 수 있다.

• 군이 특정 집합을 변환하는 연산자 역할을 할 수 있다는 것을 의미

• Lie Group은 3차원 공간 상에서 물체의 이동+회전을 표현하기 적합한 도구

Lie Group

• SO(n) : Rotation Matrix

• SE(n): Transformation Matrix



Example

Group Action of SO(2): Rotation Matrix
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회전행렬: 𝐑 ∈ 𝑆𝑂 2
2차원 벡터: 𝐱 ∈ ℝ2

이항연산: ∙

𝐑은 vector space의 한 점을 회전(=act)

𝒙′ = 𝐑 ∙ 𝒙

(Vector Space) = (Lie Group)(Composition)(Vector Space) 



Example

Group Action of SE(3): Transformation Matrix
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𝒙′ = 𝑻 ∙ 𝒙
변환행렬: Τ ∈ 𝑆𝐸 3
2차원 벡터: 𝐱 ∈ ℝ3

이항연산: ∙

𝑻는 vector space의 한 점을 Rotation && Translation (=act)



Features of Lie Group

Smooth Manifold
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Features of Lie Group
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<Manifold><What We Want>



Lie Group and Lie Algebra

Topological Structure: Lie Group, Lie Algebra
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Mapping: Exponential and Logarithmic Operation
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Lie Group → Lie Algebra → Lie Group

Lie Group : 까다로운 제약 조건
Lie Algebra: 비교적 자유로운 제약 조건

1대1 mapping: Lie Group → Lie Algebra

연산 과정

Operation



Mapping: Exponential and Logarithmic Operation
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Exponential Mapping

Logarithmic Mapping

Lie Algebra → Lie Group

Lie Group → Lie Algebra
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Bonus Lecture
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초보자를 위한 생성형 AI 무료강좌 - 마이크로소프트

https://github.com/microsoft/generative-ai-for-
beginners?tab=readme-ov-file
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초보자를 위한 생성형 AI 무료강좌 - 마이크로소프트
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초보자를 위한 생성형 AI 무료강좌 - 마이크로소프트
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